Grundwissen Mathematik 11. Klasse G9

Funktionen

1. Spezielle Eigenschaften von Funktionen
1.1. Verhalten im Unendlichen - Grenzwerte

Kommen die Funktionswerte f(x) fir betragsmaRig
sehr groRe x-Werte einer Zahl k beliebig nahe, so ist
k der Grenzwert von f fiir x —» +co.

Schreibweise: liI_;{l f(x) = k (konvergent)
x—+oo

Funktionen ohne Grenzwerte nennt man divergent.

lim f(x) =t

xX—+oo
1.2. Symmetrie von Funktionsgraphen

e Gilt f(—x) = f(x), so ist G achsensymmetrisch
zur y-Achse.

e Gilt f(—x) = —f(x), soist Gf
punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung.

e Ansonsten ist keine einfach erkennbare
Symmetrie vorhanden.

1.3. Transformation von Funktionstermen/

gx)=a-f(x) Graphvon f(x) wird entlang
der y-Achse um den Faktor a
gestreckt, fira < 0 wird der
Gy zusatzlich an der x-Achse
gespiegelt

gx)=f(b-x) Graphvon f(x) wird entlang

der x-Achse um den Faktor%

gestreckt, fir b < 0 zusatzlich
an der y-Achse gespiegelt
gx) =f(x)+d Graphvon f(x) wird entlang
der y-Achse um d verschoben
Graph von f(x) wird entlang
der x-Achse um -c verschoben
Reihenfolge bei der Beschreibung, wie der Graph von

g(x) = f(x +c)

g(x) aus dem Graphen von f(x) hervorgeht:
zuerst Streckung/Stauchung und Spiegelung, dann
Verschiebung

1.4. Stetigkeit

Ist eine Funktion f in einem Intervall | definiert und
kann Gy auf diesem Intervall ohne abzusetzen
gezeichnet werden, nennt man f auf | stetig.

Macht der Graph einer Funktion h an einer Stelle der
Definitionsmenge einen ,,Sprung”, so nennt man die

Funktion an dieser Stelle {1y
/P
Gy Sprungstelle M

unstetig.
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2. Gebrochen-rationale Funktionen

2.1. Definitionsmenge, Nullstellen, Linearfaktoren

flx) = %, mit p(x), g(x) Polynome

(Tipp: immer zuerst Zéhler und Nenner faktorisieren = in
Linearfaktoren zerlegen)

Definitionsmenge

Nullstellen des Nenners (ungekiirzt!) sind
Definitionsliicken

Nullstellen

Nullstellen des Zahlers (gekiirzte Form)

2.2. Verhalten im Unendlichen

waagreche/schrige Asymptote
Bestimmung mit Hilfe des Grades der Polynome in
Zahler (z = Zdhlergrad) und Nenner (n = Nennergrad)
e z < n: waagrechte Asymptote beiy = 0, da
lil’ll f(x) = 0 (konvergiert)
X—>xT00
e z = n: Parallele zur x-Achse beiy = k,
da lilzl f(x) = k (konvergiert)
xX—+oco
e z =n+ 1:schrige Asymptote bei

y = mx + t (divergiert) (gekiirzte Form
e z > n+ 1:asymptotische Kurve, z.B. des Terms
Parabel (divergiert)

Term ohne Bruch

verwenden)

2.3. Polstellen; Verhalten an den Definitionsliicken

Polstelle x,:
senkrechte Asymptoten der Form x = x

e ndhert man sich von rechts und links der
Polstelle, verlauft die Funktion gegen +oo

e Ordnung: Vielfachheit der 0
Nullstelle des Nenners bei e
gekirzter Form 3

e Gerade Ordnung: Polstelle ohne  —sy |+ 75—
VZW, ungerade Ordnung: a\
Polstelle mit VZW 1
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2.4. Graph = Funktionsterm/ Funktionsterm >
Graph

Mit Hilfe der Eigenschaften gebrochen-rationaler
Funktionen kann man von einem Graphen auf den
Funktionsterm schliefen und umgekehrt.

2.5. Schnittpunkte (SP)

1. Gleichsetzen der Funktionsterme f(x) = g(x)

2. Lésen der Gleichung f(x) = g(x)

3. Einsetzen der x-Koordinate eines SP in einen der
beiden Funktionsterme und Berechnen der y-
Koordinate des SP

3. Globales und lokales Differenzieren
3.1. Mittlere Anderungsrate — Differenzenquotient

Mittlere Anderungsrate/durchschnittliche
Anderung/Differenzenquotient:
m :yZ — )1 Zf(xz) —f(x)

X2 — X1 Xy — X1

3.2. Lokale Anderungsrate — Differentialquotient

Lokale Anderungsrate/ Steigung in einem Punkt
(Differentialquotient): Ableitung bilden und x-Wert
einsetzen

(,,Zu FuR“ Steigung in P(xq/yo): m = f'(x) =
lim F)—f(xo) )

x-xg X—Xo

3.3. Differenzierbarkeit

Differenzierbarkeit an einer Stelle x:
Differentialquotient existiert an dieser Stelle und ist
eindeutig

. f(x)—f(xo)_
m —m—mo—=

Iy
xox, X~ %o

() = f(xo)
m 2~ J e/

Iy
xSx, X~ X0

(Hat eine Funktion einen ,Knick“ oder ein ,Loch“, so
ist sie an dieser Stelle nicht differenzierbar.)

3.4. Faktor- und Summenregel

Summenregel: f(x) = g(x) + h(x)

f(x)=g'(x) + h'(x)
fx)=c-gx)
fl&x)=c-g'(x)

3.5. Gleichung der Tangente und Steigungswinkel

Faktorregel:
c ist eine Zahl!

Tangente y = mx + t durch Punkt P(xy/y,) gesucht
e Steigung m durch f'(x,) (Steigung an der Stelle
Xo) berechnen
e m, Xq, Yo in Tangentengleichung einsetzen und
nach t auflésen

2
Normale (steht senkrecht auf der Tangente)
e also gilt fur die Steigung: Mrangente -
Myormate = —1
®  Mpormale PErEchnen
®  Mpyormater X0, Yo in Tangentengleichung
einsetzen und nach t auflésen
Steigungswinkel a
= Winkel zwischen der positiven x-Achse und der
Geraden
i—z = m = tana (Achtung! TR GradmaR D)
Positive Steigung:
-1 —
tan .(m) —.a ~.
Negative Steigung: D
tan™1(m) = fmitf <0 EEANCY PE
y =180°+ 1

4. Anwendungen der Differentialrechnung
4.1. Monotonie und Extremstellen

Monotonieverhalten
e f'(x) <0ineinem Intervall = f ist streng
monoton fallend in diesem Intervall
e f'(x) > 0ineinem Intervall = f ist streng
monoton steigend in diesem Intervall
(eine einzelne Nullstelle der Ableitung
unterbricht die strenge Monotonie nicht!)

Extrempunkte bestimmen
Lage
e Ableitung bilden und gleich null setzen (Nst. mit
VZW, sonst Terrassenpunkt = Art betrachten!)
e x-Wert zur Bestimmung des zugehorigen y-
Wertes in Ausgangsfunktion einsetzen

Art

e x-Wertin 2. Ableitung einsetzen > Ergebnis
groRer als null = Minimum (da bei TIP
linksgekrimmt) ©

e > Ergebnis kleiner als null = Maximum (da bei
HOP rechtsgekrimmt) &

Alternative: Vorzeichentabelle, .8, f(x) = ~x°® — %xg mit f'(x) = x* — x*

x x< -1 x=-1 -1<x<0 x=0 O<x<1| x=1 x>1
f'(x) + | 0 - 0 - |0 + |
Gy sms HOP smf Terrassenp. smf TIP sms

Gp sms in | —oo; —1]und [1; +-oo[
Gy smfin [-1;1]

4.2. Krimmung und Wendepunkte

e f"(x) < 0®ineinem Intervall = f ist
rechtsgekriimmt in diesem Intervall

e f'(x)>0®ineinem Intervall = f ist
linksgekriimmt in diesem Intervall
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Wendepunkt bestimmen (an dieser Stelle andert
sich die Kriimmung)
e 2. Ableitung bilden und gleich Null setzen
o 3. Ableitung ungleich Null Gberprifen (kein
Extremum der 2. Ableitung) oder lberprifen, ob
VZW bei Nullstelle der 2. Ableitung
e x-Wert zur Bestimmung des zugehdrigen y-
Wertes in Ausgangsfunktion einsetzen
e Gilt zudem f'(xy) = 0, so hat f bei x, einen
Terrassenpunkt, da an dieser Stelle zusatzlich
die Steigung null ist.
Jeder Terrassenpunkt ist zugleich Wendepunkt.

4.3. Newton-Verfahren

Verfahren zur Anndherung von Nullstellen
(Nullstellen sind unbekannt und sollen ungefahr
ermittelt werden)

Hintergrund: x,, nahe Nullstelle wahlen, am Punkt
(xn/f (x,)) wird eine Tangente angelegt und deren
Nullstelle berechnet.

Dadurch erhéalt man eine Nullstelle x,, 1, die ndher
an der gesuchten Nullstelle liegt.

Verfahren zur Berechnung der ndchsten, ndheren
f(xn)

F10n) <
) #0

Nullstelle: x,, 41 = x,, —

G fr

J/ Tangente in Py

Hinweis: wenn f'(x,) = 0 ware,
hatten wir an diesem Punkt ein
Extremum. Wiirde man dort eine
Tangente anlegen, hétte diese
Tangente keinen Schnittpunkt mit
der x-Achse, was fiir das Verfahren

sinnfrei ware. Punkte, die wieder
auf gleiche Werte flhren, bringen
auch keine Losung.

Stochastik

5. Bedingte Wahrscheinlichkeit und stochastische
Unabhangigkeit

Definition:

Sind A und B Ereignisse eines Zufallsexperiments mit
P(A) # 0 so versteht man unter der bedingten
Wabhrscheinlichkeit P, (B) die Wahrscheinlichkeit fur

das Eintreten von B, wenn A bereits eingetreten ist.

Veranschaulichung:
Mit Hilfe der Pfadregeln ergibt sich:
P(ANB
Pa(B) = NANE)
P(A)
Beispiel:

In einem Betrieb kommt es an 1% der Arbeitstage zu
einem Brand (B). In 90% dieser Falle wird ein
automatischer Alarm ausgeldst (A). Liegt kein Brand
vor, so gibt es mit einer Wahrscheinlichkeit von 5%
einen Fehlalarm. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit,
dass es wirklich brennt, wenn ein Alarm ausgelost
wird?

P(ANB) _ 0,01-0,9

Pa(B) = =
P(A)  001-09+001-0,05

~ 0,154 = 154%

Stochastische Unabhangigkeit

Zwei Ereignisse A und B sind stochastisch
unabhangig, wenn gilt P(A N B) = P(A) - P(B). Das
bedeutet, dass das Eintreten von A keinen Einfluss
auf das Eintreten von B (und andersherum) hat.

Korrelation/ Kausalitit

Korrelation beschreibt einen statistischen
Zusammenhang zwischen zwei Variablen, wobei eine
Veranderung in der einen Variable oft mit einer
Verdanderung in der anderen Variable einhergeht.
Kausalitat hingegen bedeutet, dass eine Variable die
Ursache fir die Verdanderung der anderen ist, also
eine direkte Wirkung existiert. Korrelation bedeutet
nicht automatisch Kausalitat, da der Zusammenhang
auch durch Zufall oder durch eine dritte,
unbeobachtete Variable bedingt sein kann.
Beispiel: Wenn die Eisverkaufszahlen steigen, steigen
oft auch die Anzahl von Schwimmunfallen. Dies zeigt
einen Zusammenhang (Korrelation), aber keine
direkte Ursache-Wirkung. Der Anstieg beider
Ereignisse ist meist auf eine dritte Variable
zurtckzufihren, namlich heilRes Sommerwetter, das
sowohl den Eisverkauf als auch das Schwimmen
beglinstigt.
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